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Resumo: A principal contribui¢cdo deste artigo € adicionar gastos com propaganda em um duopo6lio
de Cournot simétrico com produtos diferenciados, fun¢des de demanda e fungdes de custo lineares,
tomando por base o modelo tedrico proposto por Dixit (1979). Metodologicamente este trabalho
segue uma abordagem de modelagem matematica usualmente utilizada nas areas de Microeconomia
e Organizacdo Industrial, tendo como objetivo analisar o impacto da propaganda nas quantidades,
precos e lucros de equilibrio de duopdlio. Os resultados demonstram que o gasto em propaganda tera
um impacto positivo nas variaveis de equilibrio apenas se as firmas forem eficientes o suficiente, ou
se 0 preco maximo que os consumidores estao dispostos a pagar pelos produtos for grande o suficiente
em mercados com menor diferenciagao de produtos. Além disso, também se mostrou que quanto
maior for a eficiéncia das firmas, ou o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar
pelo produto, maior ¢ a faixa de diferenciacdo de produtos na qual o impacto da propaganda ¢
positivo, abrangendo todos os graus de diferenciagdo no limite em que a eficiéncia tende ao infinito.
Palavras-chave: Propaganda Persuasiva. Organizagdo Industrial. Microeconomia. Duopoélio de
Cournot. Diferenciagao de Produtos.

Abstract: The main contribution of this paper is to add advertising spending in a symmetric Cournot
duopoly with differentiated products, linear demand functions, and linear cost functions, building on
the theoretical model proposed by Dixit (1979). Methodologically, this work follows a mathematical
modeling approach commonly used in the areas of Microeconomics and Industrial Organization, with
the objective of analyzing the impact of advertising on the equilibrium quantities, prices, and profits
in the duopoly. The results demonstrate that advertising spending has a positive impact on the
equilibrium variables only if firms are sufficiently efficient, or if the maximum price consumers are
willing to pay for the products is sufficiently high in markets with less product differentiation. In
addition, it is also shown that the greater the efficiency of firms, or the higher the maximum price
consumers are willing to pay for the products, the larger the range of product differentiation over
which the impact of advertising is positive, encompassing all degrees of differentiation in the limit as
efficiency tends to infinity.
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OLIVEIRA, JUCHEM NETO ¢ ARAUJO

Introduciao

Entender como mercados e industrias funcionam ¢ o que visam os estudos da area da
Economia denominada de Organizacao Industrial, cuja énfase esta na maneira pela qual ocorre a
competicdo entre firmas em diferentes estruturas de mercado. Dentre elas, estd a concorréncia
imperfeita, em que se verifica, geralmente, um numero pequeno de empresas rivais disputando
consumidores (Shy, 1995). Assim, como esses ultimos contam com diversas ofertas a sua disposi¢ao
para escolher, nenhuma firma tem assegurada a demanda pelo seu produto, sendo dependente das
decisdes ndo apenas de produgdo como também de pregos tomadas pelas concorrentes. Sob essa 6tica,
as firmas precisam agir no sentido de que tal concorréncia seja suavizada, para tanto, duas frentes de
acdo possiveis sdo a diferenciacdao de seus produtos e/ou o uso de publicidade para conquistar mais
clientes (Lauga; Ofek; Katona, 2022).

Tendo em vista a diferenciagdo de produtos, esta desvia-se da teoria do consumidor da
microeconomia usual, a qual parte da premissa de bens homogéneos. Ainda que existam mercados
em que essa suposicdo seja valida, em estruturas oligopolistas — caracterizadas por concorréncia
imperfeita — ¢ comum a produgdo de bens diferenciados pelas firmas atuantes (Belleflamme; Peitz,
2010; Nicholson; Snyder, 2012; Shy, 1995). O modelo de Dixit (1979) ¢ frequentemente utilizado
para analisar tal configuracdo de mercado, o qual sugere um equilibrio parcial a partir de demandas
inversas lineares — derivadas de uma funcao de utilidade quadratica sem efeito renda —, com efeitos
de preco cruzado entre os produtos. Valendo-se dessa estrutura, Singh e Vives (1984) exploraram
como a decisdo estratégica entre competir via quantidades (Cournot) e via precos (Bertrand) ¢ afetada
pelo grau de diferenciagdo, dependendo crucialmente da natureza dos bens. Considerando uma
competi¢do de Cournot, e sendo os custos de producao das duas empresas iguais a zero, esse modelo
implica que, a medida que a diferencia¢do de produtos se eleva, os lucros aumentam ou, em outras
palavras, um maior poder de monopdlio € conferido as firmas pela diferenciagdo (Shy, 1995).

Por outro lado, a propaganda ocupa uma posicao central na dindmica dos mercados,
alcancando os consumidores por meio de diversos canais de comunicagdao. Diante disso, nao
surpreende que os gastos com anuncios atinjam cifras bastante elevadas (Bagwell, 2007). Sob essa
perspectiva, Johnson e Lee (2024) mostram que, somente em 2023, a Amazon registrou um gasto em
torno de US$ 20,3 bilhdes com anuncios e promogdes, enquanto a L’Oréal e a P&G destinaram,
respectivamente, cerca de US$ 14,5 bilhdes ¢ US$ 12,7 bilhdes ao mercado publicitario. Essas agdes

evidenciam que a disputa pela atencdo do consumidor exige orcamentos bastante expressivos.
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A literatura economica distingue a publicidade em dois tipos: a informativa e a persuasiva; enquanto
a primeira visa fornecer dados essenciais sobre o produto, como seu preco ¢ onde compra-lo, a
segunda se encarrega de moldar e intensificar as preferéncias dos consumidores por um produto
especifico (Shy, 1995). Desta forma, este estudo considerara a publicidade persuasiva, visto que o
objetivo central dela, conforme Shy (1995), ¢ alterar a preferéncia do consumidor, fazendo com que
o bem anunciado pela empresa pareca mais interessante frente as demais opgdes.

Do ponto de vista tedrico, ao introduzir propaganda em um modelo de monopdlio, foi seminal
o trabalho de Dorfman e Steiner (1954), do qual um caso particular, considerando uma fungao de
demanda nao linear com elasticidades prego e propaganda constantes, foi proposto por Shy (1995).
Baseado nesse ultimo trabalho, Kremer (2025) mostra que o gasto em propaganda s6 tem impacto
positivo na quantidade e lucro de equilibrio de um monopolista — bem como em um duopdlio de
Cournot com produtos homogéneos — se a demanda pelo bem ¢ grande (ou intensa) o suficiente. Em
outras palavras, se a demanda ¢ pequena, o impacto da propaganda ¢ negativo. Além disso, esse
estudo também mostra que o preco do bem ndo ¢ afetado pela propaganda, o que ocorre devido a
natureza da fun¢ao de demanda utilizada.

Recentemente, Fujisawa (2024) analisa a interagdo entre propaganda e diferenciagdo de
produtos em um modelo de duopdlio, focando na escolha estratégica das firmas entre competir por
quantidades, a la Cournot, ou por precos, a la Bertrand. Yan et al. (2024) estudam o efeito da
propaganda persuasiva e da discriminagdo de precos em um duopdlio onde as firmas podem ou nao
utilizar informagdes pessoais eletronicas dos consumidores para discriminar pregos. Por outro lado,
utilizando uma abordagem empirica, Nisa et al. (2025) encontram evidéncias de que tanto a
propaganda quanto a diferenciagdo de produtos tém impacto positivo nas decisdes de compra de
consumidores.

Dado esse contexto, o objetivo do presente artigo teorico € analisar os efeitos da propaganda
em um duopdlio de Cournot com produtos diferenciados, considerando funcdes de demanda lineares.
A estrutura apresentada em Dixit (1979) € aqui adaptada por meio da introdugdo de um parametro
que representa o gasto em propaganda, sendo esta a principal contribuicdo deste estudo. A partir disso,
busca-se examinar de que forma o equilibrio do duopdlio — dado pelas quantidades, precos e lucros
de equilibrio — sdo influenciadas pela inclusao do novo parametro no modelo. Assim, julga-se esta
analise relevante no sentido de que trata de um tema atual e dindmico, uma vez que tem como objeto
central a propaganda, a qual estd em constante evolu¢do para acompanhar a rapida mudanga nos
meios de comunicacdo. Em especial, em mercados oligopolistas com produtos diferenciados, nos
quais as escolhas da firma em relagdo a propaganda exercem influéncia direta sobre a dindmica

concorrencial, a configuragao do mercado e a percepcao subjetiva do consumidor.
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O presente artigo estd organizado em trés se¢des principais, além desta introdugdo e das
consideragdes finais. A secdo 1 apresenta o problema do consumidor e as respectivas curvas de
demanda inversas em um mercado com dois bens diferenciados, base do modelo de duopolio
proposto. Ja na se¢do 2, apresenta-se a formulacao do duopolio de Cournot com propaganda, da qual
sdo obtidos analiticamente os valores de equilibrio para quantidades, pregos e lucros. A se¢do 3
dedica-se a analise do impacto da propaganda, comparando os cendrios com e sem investimento
publicitario e apresentando exemplos numéricos que corroboram as proposigoes teoricas. Por fim,

apresentam-se as principais conclusdes deste trabalho e perspectivas de pesquisas futuras.
1 Problema do consumidor

Seguindo Dixit (1979), Singh e Vives (1984) e Shy (1995), neste trabalho considera-se um
mercado composto por dois bens diferenciados, indexados por i = 1,2. Assume-se a existéncia de um
continuo de consumidores idénticos, cuja utilidade ¢ representada por uma fungdo separavel e
quadratica. Desconsiderando o efeito-renda e adotando parametros homogéneos, o problema do

consumidor pode ser formulado da seguinte maneira:
max = U(qq, - — ,
Jmax  f (91,92) — P1G1 — P29 (1)

onde q4, 2 € p1, P2 sdo, respectivamente, as quantidades e os pregos dos bens 1 e 2, e:

1
U(q1,q2) = 1q1 + puq; — E(ﬁqf +28q:1q; + Bg3),  u>0, ()

¢ uma funcio de utilidade estritamente concava quando f > 0 e B2 — §2 > 0.
Supondo 0 <6 < f8, ao aplicar as condigdes de primeira ordem para o problema de
maximizacdo (1)-(2), obtém-se as funcdes de demanda inversa do consumidor, isto €, os precos dos

produtos em funcdo de suas quantidades:

p1=u—PBqL—8qy, (3)

P2 = p—98q1— fqa. (4)
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Nesse modelo, o pardmetro u € o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar
pelos produtos, enquanto o parametro 8 captura o efeito direto de g; sobre p;, i = 1,2, ao passo que
o parametro & captura o efeito cruzado, isto é, de q, sobre p, e de g, sobre p;. Assim, dado > 0,
se 8 = 0, as demandas dos dois bens sdao independentes uma da outra, ¢ os dois bens podem ser
considerados como independentes, ou completamente diferenciados.

A medida que § aumenta, tendendo a 3, a influéncia cruzada entre as duas demandas aumenta,
elevando a substituibilidade entre os dois produtos e, por conseguinte, o seu grau de homogeneidade.
Logo, supondo 8 > 0 fixo e dado desde o principio, § serd o parametro utilizado para capturar o grau
de diferenciagdo de produtos. Conforme ilustrado na Figura 1, quanto menor for o valor do pardmetro
4, maior sera a percepcao de diferenciacdo entre os dois bens por parte dos consumidores. Em outras
palavras, no limite inferior, quando 6 — 0, os produtos sdo entendidos como totalmente
diferenciados, enquanto a medida que & se desloca a direita, tendendo a 3, essa diferenciagdo decresce

até que os produtos sejam vistos como idénticos.

Figura 1 - Intervalo do grau de diferenciacio 6.

? Diferenciagédo

<

| —0
0 B

Fonte: Elaborado pelos autores.

Considerando que cada tipo de bem seja produzido por apenas uma firma e que a propaganda
tende a aumentar a percepcao de diferenciagdo entre os dois produtos, propde-se aqui que 6 deixe de
ser constante e passe a ser escrito como funcao do nivel de gasto em propaganda das firmas 1 e 2,

denotados por A; > 0 e A, > 0, respectivamente, seguindo a seguinte forma funcional:
5(A14,) = §(A14,)7% A A,a>0,6 =0, (5)

sendo @ > 0 um parametro exdgeno que mede a intensidade na qual o gasto em propaganda afeta a
percepcao de diferenciacdo dos produtos: quanto maior o seu valor, maior € o impacto da propaganda
nesta percepe¢ao de diferenciacao, e consequentemente nas demandas. Vale ressaltar que, quando

a =0, §(A4,;4,) = § torna-se constante, obtendo-se assim o modelo original sem propaganda,
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conforme proposto por Dixit (1979). Além disso, para @ > 0, quanto maior for o gasto em propaganda
das firmas, menor é o valor de §(A4;4,), e assim maior ¢ a percepgdo de diferenciagdo entre os dois
produtos por parte dos consumidores.

Desse modo, as fun¢des de demanda inversa do consumidor (3)-(4) considerando o gasto em

propaganda podem ser reescritas como:

p1 =4 —PBq1 — 6(A145)7%qy, (6)

P2 = u—6(A142)7%q — Bq2, B >0, 6§ 0. (7)
2 Duopolio de Cournot com produtos diferenciados e propaganda

Apresenta-se aqui o modelo de duopdlio de Cournot com produtos diferenciados,
considerando o gasto em propaganda por parte das firmas. Considera-se que as duas firmas possuem
as seguintes func¢des de custo lineares:

Ci(quA) =cqi+4;, =12 (8)

sendo ¢ > 0 o custo marginal constante, igual para ambas as firmas, e A; > 0 o gasto em propaganda
de cada firma i = 1,2, que ¢ considerado custo fixo, pois independe da quantidade.
J& as funcdes de lucro de cada firma sdo expressas por:

(41, G2, A1, A2) = piGi — ¢q; — Ay, ¢20,4;>0,i=1.2. (9)

Ao substituir (6)-(7) em (9), estas fungdes lucro podem ser reescritas como:

{”1(‘11' G2, A1,42) = [u— g, — 6(A14,)7%q2]q, — cqy — Ay

_ . 10
m2(q1, G2, A1, A2) = [u— 6(A142)7%q1 — Bq2lq2, — cqz — A, (19)

Entdo, aplicando as condigdes de primeira ordem em relagdo as quantidades, a fim de

maximizar os lucros individuais dados em (10), obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

0my -a
a—=0 © u—2pq; —8(414,) %q, =¢
q1 ) (11)
a7-[2 -a
a—zO(:)u—5(A1A2) g1~ 2Bq; =c¢
q2
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Pela simetria do sistema de equagdes (11), conclui-se que q; = q, = g, ou seja, no 6timo as
empresas produzem a mesma quantidade de bens.
Ja aplicando as condigdes de primeira ordem em (10), porém agora em relacao aos gastos em

propaganda, obtém-se o sistema:

amy 1 o

— =0 & —adAT%43%1q, =1

04, Ay (12)
am, 1 o |

a_AZ =0 A—2a6A1“A2“q1q2 =1

Novamente, pela simetria do sistema (12), chega-se a conclusdo de que, no 6timo, os gastos
em propaganda das duas firmas serdo iguais, ou seja, A; = 4, = A.

Assim, substituindo A, e A, simplesmente por 4, € q; € g, apenas por g em ambos o0s sistemas
(11) e (12), é possivel simplificar as condi¢des de primeira ordem que originalmente envolviam quatro
equacdes em quatro varidveis para um sistema envolvendo apenas duas equagdes em duas variaveis,
q ¢ A. Assim, os valores de equilibrio de duopdlio para a quantidade e o gasto em propaganda sao

solucdes do sistema:

- (2 §A™2%)q =
{u ( ,B’er i Jg=c (13)
d6q =A a+1
Isolando o g na segunda expressdo do sistema (13), chega-se a seguinte expressao:
a+s
(4) = : (14)
1 vad

Substituindo (14) na primeira equacao do sistema (13), encontra-se a seguinte equacao envolvendo

apenas o gasto em propaganda, A:

Vas(i—c¢) = 2BA%*7 + 5474, (15)

cuja solucdo fornece o gasto 6timo em propaganda de duopoélio, A*. Ao substitui-lo na equacao (14),
nas demandas inversas (6)-(7) e nas funcdes de lucro (10), € possivel encontrar, respectivamente, 0s
valores de equilibrio para as quantidades, g}, os precos, py, € os lucros, 1y, do duopdlio de Cournot

com propaganda.
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Em geral, para @ > 0, a equagdo (15) ndo possui solugdo analitica, tendo-se entdo de utilizar
algum método numérico para resolvé-la. Entretanto, uma solucdo analitica pode ser encontrada para

os casos particulares em que & = 0 (o implica que A* = 0, recuperando assim o modelo original sem
propaganda) e em que a = e Tendo em vista que esse ultimo caso particular ¢ qualitativamente
representativo dos casos nos quais nao ha solucao analitica, este sera considerado daqui para frente,

por permitir tratabilidade analitica. Entdo, substituindo a = %na equagao (15), obtém-se:

Cw-c)=2pa+5, (16)

cuja solucdo € o gasto 6timo em propaganda:

)
_fu-o-s (17)
A" = 25 .
Sendo assim, os demais valores de equilibrio do duopolio de Cournot com propaganda sdo dados por:
. (u—co)—+268
qa = ) (18)
2p
+c—+V28
py =4 Cz ‘/_, (19)
—¢)2—3V28(u—c) + 46
N k) (u—o) _ (20)

4B

A Tabela 1 a seguir sintetiza os equilibrios de Cournot, sem e com gasto em propaganda. Esses
resultados servirdo como base para a analise comparativa entre os dois cendrios que sera desenvolvida
no decorrer da proxima se¢do. Note que os resultados para o caso sem propaganda podem ser obtidos
tomando o limite @ — 0 no sistema (13), e substituindo o resultado nas fun¢des de demanda inversas

e nas fung¢des lucro.
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Tabela 1 — Valores dos equilibrios de Cournot, sem e com propaganda

Sem Propaganda Com Propaganda (a = 0,5)
. p—c (u—c)—+v26
Quantidade 28 +0 27
P MBFc(B+0) -8
20+6 2
Lucro B —c)? (u—0c)2=3V28(u—c) +46
2B +05)? o
Gasto em 0 6/ o(u—c)=6
Propaganda 25

Fonte: Elaborado pelos autores.

Observe que, no modelo com propaganda, é necessario que (4 —c) — V28 > 0 para que
quantidades, precos e gastos em propaganda sejam positivos, o que motiva a definicdo de um novo

parametro 6 dado por:

0%y —c>28. (21)

Esse parametro 6 esta inversamente relacionado com o grau de eficiéncia dos duopolistas, isso porque
quando o custo marginal das firmas diminui, | ¢, ceteris paribus, ha um aumento em 6. Além disso,
ele esta diretamente relacionado com o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar
pelos bens, dado pelo parametro u, pois T u, ceteris paribus, causa um aumento em 6.

Tendo em vista que se pretende comparar os resultados dos modelos com e sem propaganda,
faz-se necessario considerar que 8 =y —c > /28 ¥ 0,,in, a fim de garantir a existéncia de
equilibrios economicamente factiveis no intervalo 0 < § < .

Além disso, a fim de que os duopolistas obtenham lucros positivos no cenario com
propaganda, € necessario que:

6 > V/84. (22)
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Essa ultima condi¢do surge da analise da equagdo do lucro no caso com propaganda (20).

Dado que 8 = u — ¢, a equagao (20) pode ser reescrita como:

0% — V1866 + 46
45 '

*

Ty =

(23)

Assim, o sinal do lucro serd dado pelo numerador dessa expressao (23), que € o polindmio de grau 2
ilustrado na Figura 2. Conforme mostra essa figura, este polindmio é convexo, apresentando
lucratividade negativa no intervalo entre suas raizes V28 ¢ V88. Dessa forma, o duopdlio com
propaganda so apresentara lucros positivos quando 6 > /85, isto é, quando as firmas forem
suficientemente eficientes e/ou quando o preco maximo que os consumidores estiverem dispostos a
pagar pelos bens for suficientemente alto, caso representado pelo segmento verde da funcdo

apresentada na figura.

Figura 2 — Comportamento do lucro em relagio a 6.

! >0
ﬁM&s

Fonte: Elaborado pelos autores.

A fim de que a solucdo 6tima encontrada acima seja efetivamente um ponto de maximizacao

de lucro, lembre-se que a seguinte condigdo deve ser satisfeita: § = §(4*) 2% < B. Dessa maneira,

1, .
sendo a = -, € preciso que:

6< @A*>6 24
= <B 5 (24)

condi¢do que pode ser reescrita, considerando (17) e (21), como:
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! 86 6 |> 0 (25)
2B\ 2 B
De (25), temos entdo que:
6 > 3v26. (26)

Ou seja, para que se obtenha lucro efetivamente maximo, a eficiéncia das firmas, ou o pre¢o maximo

que os consumidores estdo dispostos a pagar pelos bens, deve ser grande o suficiente.
Observe que se 8 > 3,/28 = 360,,in, iss0 garante que 6 > 3V 24 no intervalo 0 < § < . Se

este ndo for o caso, isto ¢, se 8 < 36,,,;,,, € necessario que o § seja menor do que um certo valor

critico:

92
0>3V26o6< Tg = Oerttico (27)

para garantir que a solucdo encontrada seja maximizadora de lucro. Neste caso, o modelo apresenta
sentido econdmico somente para valores baixos de §, ou seja, firmas com baixa eficiéncia produtiva
s0 conseguem operar de forma 6tima se os produtos forem mais diferenciados.

A Figura 3 apresenta este limiar critico de consisténcia econdmica do modelo, & itico, COMO
funcdo do parametro 6 no caso em que 8 < 36,,;,. Observe que apenas valores de § abaixo da curva
em azul representam cenarios nos quais a solugdo do modelo faz sentido econdmico, i.e., atende as

condi¢des de maximizagao de lucro.

Figura 3 — Eficiéncia da firma em relacio ao grau critico de diferencia¢io de produtos.

acw'ftico

ﬁ__

q — 0
3‘\/252 36lmm

Fonte: Elaborado pelos autores.
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3 Impacto da propaganda no duopolio de Cournot

Esta se¢do dedica-se a analise comparativa entre os modelos de duopolio de Cournot com e
sem propaganda. A partir dos resultados apresentados na Tabela 1, serdo calculadas as variagdes entre
os valores de equilibrio com e sem propaganda para quantidades, precos e lucros, a fim de mensurar

o impacto do gasto em propaganda nessas variaveis.
3.1 Impacto da propaganda na quantidade e no preco

Sob essa perspectiva, o primeiro caso a ser analisado ¢ a variacdo da quantidade de equilibrio

nos dois cenarios. Assim, da Tabela 1 tem-se que:

_ -0 —V25 (-0

q=qa—q 20 2B +5 (28)
expressao que pode ser reescrita em termos de 8 = g — ¢ como:
_ 60 —V26(2B +9) (29)
2828+ 68)
Como 2L (2B + &) > 0, o sinal de (29) ¢ determinado pelo sinal de seu numerador.
Por sua vez, a variagdo entre os precos com e sem propaganda € a seguinte:
Ap = o ., _btc—V26 (uf+c(B+9) (30)
P=Pa—DP = 2 28+0 )
que simplifica em:
_ 69—\/26(2ﬁ+5). 31)

2(2B + )

Novamente, como 2(28 + §) > 0, Ap tem seu sinal determinado por seu numerador.
Dessa maneira, de (29) e (31) tem-se que o sinal do impacto da propaganda na quantidade e

no prego de Cournot ¢ dado por:

sinal(Aq) = sinal(Ap) = sinal (59 — \/%(ZB + 6)). (32)
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Se os bens forem totalmente diferenciados, isto ¢, quando § = 0, o gasto em propaganda 6timo
¢ nulo (A" = 0), logo, ndo ha impacto da propaganda na quantidade e no prego de equilibrio de
duopdlio. Além disso, pela Tabela 1, vé-se que neste cenario extremo nao apenas Aq = Ap = 0, mas
também ndo ha impacto no lucro: Amr =m, — " = 0.

Como quer-se analisar os casos em que existe diferenciagdo parcial de produtos, considera-se
entdo que 0 < § < . Assim, de (32) obtém-se:

Aq,Ap =0 & 8§60 — V2528 +6) =0, (33)

condigdo que, elevada ao quadrado, pode ser reescrita como:

Ag,Ap >0 & @(8) & 262+ (88 — 025 +8B% <0, (34)

onde definimos a fun¢do quadratica estritamente convexa ¢(8) por (34). Desta forma, o sinal do
impacto da propaganda na quantidade e no prego sera determinado pelo sinal de ¢ (&) no intervalo

0 <8 < p.Como 6 > 0, as raizes de ¢ (&) podem ser escritas como:

02 — 8B + 6,/62 — 168 (35)
7 ,

p(0)=06,=

sendo &, araiz de ¢ (§) relacionada a raiz quadrada negativa, e §, aquela relacionada a raiz quadrada

positiva. A partir deste ponto, a andlise segmenta-se em trés cendrios possiveis, definidos pelo
comportamento dos parametros 8 > /28 = O e[ > 0.
No primeiro caso, considera-se 82 = 16f ou, equivalentemente, § = 4\/E = 2V2 Oy &

6.1, onde definimos este novo parametro critico 8,; = 2v2 6,,;, . Nesse caso, por (35), a fungio

¢ (&) apresenta raiz real positiva dupla, dada por:

60=06,=2>p>0. (36)

O comportamento da fungdo ¢ (&) quando 8 = 6., esta ilustrado na Figura 4. Note que a raiz
6 =2 encontra-se fora do intervalo de interesse do modelo (0 <6 < pf). Assim,
¢(8) > 0 neste intervalo, o que implica que Ag, Ap < 0. Economicamente, isso indica que, para esse
nivel de eficiéncia, o impacto da propaganda nas quantidades e nos pregos se mantém negativo para

qualquer grau de diferenciagdo de produtos.
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Figura 4 — Comportamento da fun¢io ¢(6) em relacio a § quando 6 = 4\/f =0,.

P(5)
A

I I )
B 2p

Fonte: Elaborado pelos autores.

O segundo caso ocorre quando 8,,;, < 8% < 168 © 0, < 0 < 4\/E = 0.4. Assim, pela

equacdo (35) tem-se que @ (&) apresenta duas raizes complexas conjugadas:

6, =axbi€C, (37)

cenario no qual @(&) > 0 para qualquer valor de §, de forma que, novamente, tem-se Agq, Ap < 0
para0 < § < .

Esse segundo caso esta ilustrado na Figura 5, na qual se verifica que a fungdo ¢ (&) assume
apenas valores positivos, ndo interceptando o eixo horizontal, pois possui raizes complexas
conjugadas. Logo, para firmas com baixa eficiéncia, o gasto em propaganda resulta, invariavelmente,

em uma queda na quantidade e no prego de duopolio.

Figura 5 — Comportamento da fung¢io ¢(8) em relagio a § quando 0,,;, < 0 < 4@ =0..

(5)
(pA

: > 5

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Resumindo os dois casos analisados acima, tem-se que Ag,Ap <0 quando
\/ﬁ =O0nin<0<6,4 = 4\/E . Isto ¢, em termos econdmicos, o impacto da propaganda nas
quantidades e nos precos de duopo6lio de Cournot € negativo para duopolistas ineficientes, i.e., quando
Omin < 0 < 6., e/ou quando o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar pelos
produtos ¢ baixo:

Omin <0 < 04 = Aq,Ap <O. (38)

O terceiro caso, 2 > 168 < 6 > 6, ocorre quando o valor do parAmetro 8 supera o limiar

critico 6., = 4./, 0 que representa economicamente a situacdo na qual os duopolistas sdo muito
eficientes e/ou quando o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar pelos produtos
¢ muito alto. Nesse cendrio, a equacdo (35) apresenta duas raizes reais positivas e distintas, §; # &5,

com 0 < §; < &5, sendo:

5, = 6% — 8f — i,/az — 166 (39)
5, =92—8/3+i,/02—16/3_ (40)

O comportamento da fun¢ao ¢ (&) quando 6 > 6., = 4\/E estd ilustrado na Figura 6, em que
se verifica uma mudanga qualitativa no modelo oriunda da superacgao do valor critico 6,.,. Neste caso

a fungdo (&) assume valores negativos apenas no intervalo entre as raizes §; < § < §,.

Figura 6 — Comportamento da funcio ¢(6) em relacdo a 6 quando 0 > 4\/[_5’ = 0..

@ (5)
A

0 —P5

5, O,

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Entretanto, dado o intervalo de interesse 0 < § < f3, é necessario verificar em que ponto se
encontra o limite superior, § > 0. Como &, é o valor maximo em que se tem @(&) < 0, analisa-se
inicialmente quando §, % B.

Como 6./62 —168 >0 e 8% > 16, a expressio (40) implica que a segunda raiz deve

satisfazer:

62292—8ﬁ+62/92—16ﬁ >92—8,3 _ 166 —8p 1)

7 T =28>8.

Logo, conclui-se que &, ¢ maior que o limite maximo para §, 0 < § < . Dado que §, esta
fora do espago de parametros relevante para o modelo, a analise de sinal dentro do intervalo
0 <8 < p depende do valor que &; assume. Isso significa que @(6) > 0 para o intervalo

0<8<b;,9(6;) =0e@(d) <O0paraointervalo §; < § < f.
Note que, no caso limite 8 = 6, = 4\/E, ambas as raizes se tornam iguais, &;1,0, = 20,
replicando os resultados do primeiro caso analisado acima. Além disso, se 8 = /18 = 30,,;, >

0.1 = 2v2 O,n, tem-se que:

5, = 188 — 8 — Jlfﬁ\/18ﬁ — 168 _ 108 —4,/3632 _ 10/34— 68 _ 8 (42)

Na Figura 7 apresenta-se o grafico da raiz §; como fungdo de 6. Ali pode-se ver que se
0.1 <0 < 30in & 6.,,onde definimos o segundo valor critico 8., = 36,,;,, entdo §; = [ e, assim,
@(8) > 0 para qualquer valor no intervalo 0 < § < B. Por outro lado, para 8 > 0., = 360,,in, tem-
se que @(8) >0 para 0 < § < §; < B (intervalo em que os produtos sdo mais diferenciados),

@(61) =0e @(6) < 0parad; <8 < B (intervalo em que os produtos sdo mais homogéneos).
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Figura 7 — Comportamento de §; em relacio a 0.

i

284 -

e -

Fonte: Elaborado pelos autores.

Ou seja, este terceiro caso se desdobrou em dois subcasos:

0., <0<0,>A0Ap<0em0<6<p
Ag,Ap < 0em0<éd <6
0>0,=>1{ Aq,Ap<0Oemd =27,
Aq,Ap >0emd; <6< p

(43)

Note que o primeiro subcaso da equagdo (43) pode ser combinado com os dois primeiros casos
apresentados na equagao (38), de forma que, renomeando 8., como 8, = 36,,,;,, a fim de simplificar
a notagao, tem-se:

Opin <0 <6.= Aq,Ap < Onointervalo0 <6 < f. (44)
Por fim, os resultados obtidos acima sdo sumarizados na Proposicao 1 a seguir.

Proposicao 1 — O gasto em propaganda tera o seguinte impacto na quantidade e no preco de equilibrio

de Cournot em um duopoélio com diferenciacao de produtos e demandas lineares:

I.  No caso limite em que os bens sdo totalmente diferenciados, § = 0, entdo Aq,Ap =0 e o
gasto em propaganda ndo tem impacto na quantidade e no prego de equilibrio de Cournot.
II.  Se os bens forem parcialmente diferenciados, 0 < § < [, entdo os seguintes casos podem
ocorrer:
(1) Se O, < 0 < 6., entdo Ag,Ap < O para 0 < § < B, isto é, o gasto em propaganda diminui a

quantidade e o prego de equilibrio de Cournot.
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Aq,Ap < 0em0<é <6
(i) Se 6 > 6., entdao{ Aq,Ap=0emd=96; ,
Aq,Ap >0eméd; <6<

2_ — —
5610 Bin = /2B, 6c = 3y2B = 360y, 8 = LN F g — ¢, p>0,u>c20.

Dessa forma, havera impacto positivo da propaganda na quantidade e no prego de equilibrio
de Cournot apenas no caso II (ii), isto € se as firmas forem significativamente eficientes, 8 > 6., e/ou
se 0 preco maximo que os consumidores estiverem dispostos a pagar pelos produtos for muito alto.
Além disso, esse impacto positivo s6 ocorrera quando os produtos forem mais homogéneos
(61 < 8 < B). No caso da quantidade, este resultado ¢ qualitativamente similar ao obtido por Kremer
(2025) em um duopolio de Cournot com propaganda e produtos homogéneos.

Além disso, note que a medida que a eficiéncia das firmas - e/ou se 0 prego maximo que os
consumidores estiverem dispostos a pagar pelos produtos - aumenta, 8 7 oo, temos que §;(6) N 07,
e assim o impacto da propaganda passa a ser positivo também para produtos cada vez mais

diferenciados.
3.2 Impacto da propaganda no lucro

Finalizada a analise do impacto da propaganda na quantidade e no preco de equilibrio, esta
secdo apresenta o calculo da variacdo entre os valores de equilibrio com e sem propaganda para o
lucro.

Ainda considerando 8 = u — ¢, da Tabela 1 tem-se que a variacao do lucro ¢ dada por:

. _02=3V260+45  B6*

A=) -t = = -GS (45)
que & igual a:
e (46)
onde definiu-se:
§(8) = 52 [~3v205% — 12V2085 — 12V20 + 4562 + 45)5 /2 )

+ (6% +168)8/2 + 455/2].
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Observe que, se os bens sdo independentes ou totalmente diferenciados (8 = 0), tem-se
@(0) = 0 e ndo ha impacto da propaganda no lucro de equilibrio de duopélio, Amr =, —* = 0.
Além disso, como 48(2 + §)? > 0, o sinal do impacto da propaganda no lucro de Cournot (46) é
determinado pelo sinal da fungédo algébrica @(5).

A fim de determinar o sinal de ¢(§) em uma vizinhanga positiva da origem, note que se trata

de uma fungéo continua e que sua primeira derivada, @'(8), é dada por:

15
§'(8) = 128" —— V20872 + (202 + 328)5 — 182580 + 4562

+ 162 Oz “
\/S )]
o que implica que:
Jim, ¢'(8) = e, (49)

isto é, @(6) é funcao decrescente de § em uma vizinhanga positiva da origem. Assim, como
@(0) = 0, por continuidade existe um & > 0 tal que ¢(5) < 0.

Isso implica que, quando os bens sdo muito diferenciados (0 < § < €), a variagdo no lucro de
equilibrio do duopolio de Cournot é negativa, A < 0. Portanto, o lucro sob o regime com propaganda
¢ menor que sob o regime sem propaganda, m, < 1",

Por outro lado, o sinal da fungdo @(8) quando os bens sdo muito parecidos, ou seja, no limite

maximo § = S, € dado pelo sinal de:

5(B) = p* (567 - 27V2p"26 + 36p), (50)

cujo sinal, de fato, depende apenas da funcao quadratica estritamente convexa:

W(8) & 502 — 27v28/26 + 368. (51)

As raizes da fungdo ¥ (0) sdo dadas por:

27 +3v41 27 £ 3v41
Y(O) =0 6y, = <‘1—0¢_)W = <_1_0¢_> Omin. (52)

sendo 6, a raiz de Y(6) relacionada a raiz quadrada negativa ¢ 8, a raiz de Y (0) relacionada a raiz

quadrada positiva.
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A Figura 8 apresenta o grafico da fungéo (8), cujo sinal determina o impacto da propaganda
no lucro de equilibrio quando os bens tendem a homogeneidade (6 — f). Observe que
0 < 0; < 0,in < 0,,1sto €, apenas a segunda raiz, 0,, apresenta relevancia econdmica, uma vez que

se situa acima do nivel minimo de eficiéncia operacional 6,,;,.

Figura 8 — Comportamento de 1(0) em relagio a 6.

()
A

I5'm in
]

VY,
0 I e,
8, 6,

___’,
8 = '9:1: in

Fonte: Elaborado pelos autores.

27+3V41

Sendo assim, quando 6 > 0, = ( )Hmin >0, =30, a fungdo Y(O) assume

apenas valores positivos, Y (68) > 0, e, portanto, () > 0. Como @(§) < 0 em uma vizinhanga da
origem e @(f) > 0, pela continuidade de ¢ (5) tem-se que o Teorema do Valor Intermediario garante
a existéncia de pelo menos uma raiz de ¢(§) no intervalo 0 < § <  (LIMA, 2009). Conforme
justificado no Apéndice, essa raiz, aqui denominada de n = 1n(8), de fato, € Uinica. Assim, tem-se que
@(6) > 0nointervalon < § < f e ¢(6) < 0 para 0 < § < 1. Logo, no cenario no qual as firmas
sdo suficientemente eficientes, 8 > 6,, o impacto da propaganda no lucro sé sera positivo quando os

produtos forem mais homogéneos: Ar >0 n, > emn <4 < .

Por fim, a andlise realizada acima ¢ sumarizada na Proposic¢ao 2 a seguir.
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Proposicao 2 — O gasto em propaganda terd o seguinte impacto no lucro de equilibrio de Cournot em

um duopdlio com diferencia¢do de produtos e demandas lineares:

I.  No caso limite em que os bens sao totalmente diferenciados, § = 0, o gasto em propaganda
nao tem impacto no lucro de equilibrio de Cournot, isto ¢, Amr = 0.
II.  Para bens muito diferenciados, porém parcialmente, o gasto em propaganda tem impacto

negativo no lucro, A < 0, isto &, existe € > 0 tal que Ar < Opara 0 < § < ¢.

III.  Se as firmas forem suficientemente eficientes, 6 > (27+1—30\/H) Omin> Omin = +/ 20, entdo o

gasto em propaganda tera impacto positivo no lucro desde que os bens sejam mais
homogéneos, isto &, existe n = n(8) € (0, ) unico tal que Ar > Oparan < § < f.Ja se os

bens forem mais diferenciados, 0 < § < 71, o impacto da propaganda no lucro € negativo.

Observacio — No exemplo numérico apresentado na proxima se¢io, também mostramos que 7 v 0%

quando 8 7 oo, comportamento analogo ao §;(8) da Proposigao 1.

Sendo assim, havera impacto positivo da propaganda no lucro de equilibrio de Cournot se as
firmas forem significativamente eficientes, em um nivel superior ao necessario para haver impacto

27+3vV41 , .
———— ) Opmin > 6., €/0u se o preco maximo que

positivo na quantidade e no preco, isto €, se 8 > (

os consumidores estiverem dispostos a pagar pelos produtos for muito alto. Além disso, esse impacto
positivo ocorrera para produtos mais homogéneos, no intervalo n < § < . Novamente, este

resultado € qualitativamente similar ao obtido por Kremer (2025).
3.3 Um exemplo numérico

Na andlise a seguir, serd considerado um cenario em que os bens sejam parcialmente
diferenciados, definido pelo intervalo 0 < § < ff. Com o valor do pardmetro £ fixado em uma

unidade, B = 1, estabelecem-se os limites criticos 6,,;, = V2 = 1,41 ¢ 6, = 3v/2 = 4,24, bem como

6%-8-0V02-16

o limiar de diferencia¢do §; = "

. Nesse contexto, na Figura 9 mostra-se o impacto da
propaganda na quantidade, no preco e no lucro de equilibrio de Cournot para diferentes niveis de

eficiéncia das firmas, 6. Nota-se que os exemplos numéricos aqui apresentados corroboram os

resultados demonstrados formalmente nas Proposigdes 1 e 2.
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Na primeira ¢ na segunda coluna da Figura 9, mostra-se, respectivamente, o impacto da
propaganda na quantidade e no prego de equilibrio de Cournot a medida que as firmas se tornam mais
eficientes, T 6, cujas conclusdes teodricas foram postuladas anteriormente na Proposi¢ao 1. As trés
primeiras linhas se referem, respectivamente, aos seguintes niveis de eficiéncia dos duopolistas:
0=2 60=3c¢ 0=0,=3V2, os quais exemplificam o caso 8,,, <8 < 6,. Os resultados
demonstram que a variagdo ¢ negativa, ou seja, o gasto em propaganda diminui tanto a quantidade
quanto o prego de equilibrio de Cournot. Além disso, nota-se que quando as firmas apresentam baixa
eficiéncia produtiva (8 =2 e 6 = 3), a existéncia de solugdo ¢é restrita a mercados com alta
diferenciagdo de produtos (! &). Por outro lado, o nivel de eficiéncia 6 = 6, = 3v2 = 360,
estabelece o ponto de mudanga dos resultados do modelo: para niveis inferiores a esse limiar, a
propaganda sempre gera reducdo no prego e na quantidade, ja para niveis superiores, a propaganda
passa a promover efeitos positivos sobre essas duas variaveis.

Por sua vez, a quarta e a quinta linha das duas colunas mais a esquerda da Figura 9, referentes
aos graus de eficiéncia 8 = 5 e 8 = 10, ilustram o cenario em que os duopolistas apresentam alta
eficiéncia produtiva (6 > 6.). Agora, o impacto da propaganda na quantidade e no prego de equilibrio
deixa de ser invariavelmente negativo e passa a ser condicionado pelo grau de diferenciagdao de
produtos. Observa-se que, para bens mais diferenciados (0 < § < §;), o impacto da propaganda
permanece negativo, o que indica que esse investimento publicitario ainda gera contracdo nessas duas
variaveis. Entretanto, conforme os produtos se tornam mais similares (aumento da homogeneidade),
o efeito da propaganda atinge a neutralidade no ponto critico § = §;. A partir desse limiar, no
intervalo §; < 6 < [, o impacto da propaganda torna-se progressivamente positivo a medida que
aumenta a homogeneidade entre os bens (T §). Visualmente, comparando 6 = 10 com 8 = 5, nota-
se que quanto maior for a eficiéncia da firma, ndo apenas mais rapidamente ocorre essa transi¢ao,
como também mais intenso € o efeito positivo sobre o mercado, com esse efeito positivo da
propaganda ocorrendo em intervalos cada vez maiores de diferencia¢dao de produtos.

A coluna mais a direita da Figura 9 ilustra o impacto da propaganda no lucro de equilibrio de
Cournot a medida que as firmas se tornam mais eficientes, T 6. Da Proposicdo 2, tem-se que a
propaganda gerara lucro positivo se as firmas forem suficientemente eficientes, o que,

—27+3m) Omin = 6,53. Sob essa perspectiva, na

matematicamente, ¢ dado pela condi¢do 6 >( n

terceira coluna da Figura 9, observa-se que, em todos os cendrios em que as firmas estdo operando

abaixo de tal limiar critico (8 =2, 8 =3, 8 =3v2 ¢ #=5), a curva de lucro permanece
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inteiramente no quadrante negativo. Ou seja, mesmo para o caso 8 = 5 em que ja se verificava um
impacto positivo no prego ¢ na quantidade, o lucro ainda ¢ sacrificado pelo custo da propaganda.
Assim, o Unico caso ilustrado que supera o limiar critico ¢ & = 10, em que a curva do lucro cruza o
eixo zero, gerando aos duopolistas lucros positivos a medida que os produtos se tornam mais
homogéneos.

Portanto, pode-se observar que o efeito positivo da propaganda na quantidade e no preco de
equilibrio de Cournot ¢ condicionado: ocorre apenas para bens mais homogéneos (§; <& < f) e
exige que as firmas operem com niveis elevados de eficiéncia (8 > 6,) e/ou que o pre¢o maximo (@)
que os consumidores estdo dispostos a pagar pelos produtos seja muito alto. Além disso, a eficiéncia
necessaria para que se verifique impacto positivo no lucro (6 = 6,53) é consideravelmente superior
a eficiéncia necessaria para que elas obtenham efeitos positivos na quantidade e no prego (6 = 4,24).
Isso evidencia a existéncia de um gap de eficiéncia no qual a propaganda pode, a0 mesmo tempo,
aumentar as vendas e reduzir o lucro em razao dos investimentos publicitarios. Consequentemente, o
impacto positivo da propaganda no lucro de equilibrio de Cournot estd condicionado a firmas
altamente eficientes em mercados de baixa diferenciacao de produtos.

Por fim, na Figura 10 apresenta-se o comportamento da raiz n como fun¢do de 8. Conforme
o item III da Proposicdo 2 e a observagao subsequente a ela, observa-se que tal raiz ¢ unica no
intervalo de zero a [, e diminui monotonicamente quanto maior for a eficiéncia das firmas. Ou seja,
quanto maior for a eficiéncia das firmas, maior serd a faixa de diferenciagdo de produtos na qual o
impacto da propaganda no lucro € positivo (pontos acima da curva mostrada no grafico), abarcando

todos os graus de diferenciagdo quanto 6 — oo,
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Figura 9 — Impacto da propaganda nas quantidades, nos prec¢os e nos lucros de equilibrio de Cournot

para diferentes graus de eficiéncia das firmas, 0
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Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 10 — Comportamento da raiz n como funcio de 0 (item III da Proposicio 2).

0.2F

6 8 10 12 14 16 18 20
0

Fonte: Elaborado pelos autores.

Conclusdes e perspectivas

A principal contribui¢do deste trabalho foi analisar os efeitos da propaganda em um duopoélio
de Cournot com produtos diferenciados, utilizando como base fun¢des de demanda lineares adaptadas
do modelo tedrico proposto por Dixit (1979). O objetivo central foi examinar de que forma a
introducao do gasto publicitario por parte das firmas altera as variaveis de equilibrio — quantidades,
precos e lucros — em comparagdo ao modelo original, sem propaganda.

Ao longo do trabalho, demonstrou-se que o impacto da propaganda ndo ¢ uniforme nas
quantidades, nos pregos e nos lucros de equilibrio, sendo positivo apenas para firmas mais eficientes
em mercados com menor diferenciacdo de produtos. Tais resultados sdo qualitativamente similares
aos da literatura para o caso de duopdlio de Cournot com produtos homogéneos. Além disso, também
se mostrou que, quanto maior for a eficiéncia das firmas, ou o preco maximo que os consumidores
estdo dispostos a pagar pelo produto, o impacto da propaganda sera positivo para uma faixa cada vez
maior de diferenciagdo de produtos, abrangendo todos os graus de diferencia¢do no limite em que a
eficiéncia tende ao infinito.

Diante da atual conjuntura econdmica, a relevancia deste estudo fica ainda mais evidente. Isso
ocorre porque a propaganda, foco central desta analise, estd em constante evolugdo para acompanhar
a rapida mudanga nos meios de comunicacdo. Sob o ponto de vista empresarial, ¢ importante entender
se 0 investimento em propaganda persuasiva — compreendida como aquela que destaca atributos que

propositalmente tornam o bem mais atraente ao consumidor — pode efetivamente estimular a demanda
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e, por conseguinte, ampliar os lucros. Dessa maneira, faz sentido investigar quais os impactos da
propaganda em mercados oligopolizados, especialmente naqueles em que ha diferenciacdo de
produtos.

Com a introdugdo de propaganda no modelo de Dixit (1979), também foi possivel notar que
o impacto positivo da propaganda nos lucros das firmas surge apenas em cenarios de alta eficiéncia
operacional ¢ em mercados com produtos mais similares entre si (menor diferencia¢io). E
fundamental ressaltar, contudo, a existéncia de um gap de eficiéncia: enquanto o impacto positivo
sobre pre¢o e quantidades comeca a aparecer a partir de um limiar de eficiéncia 8, = 36,,;,,, para que
se verifique um aumento efetivo do lucro, € necessario um nivel de eficiéncia maior que

(27+3\/4-1
10

) Omin > 36min = 6.

Uma extensdo natural do presente trabalho seria considerar um cendrio de competi¢do via
pregos (duopolio de Bertrand) ou o caso em que uma firma ¢ lider de mercado e a outra ¢ seguidora
(duopolio de Stackelberg). Além disso, perspectivas de pesquisa futura também incluem estender o
modelo para um oligopo6lio com n firmas e n produtos diferenciados, além de testar outras abordagens

para modelar a diferenciag@o de produtos.
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Apéndice

27+3vV41 9
10 min»

Omin = /2[5, ¢ de fato tnica®. Para tanto, facilita a andlise considerar a transformagio de variaveis

O objetivo deste apéndice é mostrar que a raiz n € (0, 5), que existe se 8 > (

X = \/% €01)el= ° > 2743V g Ao na equagdo (47), de forma que @(6) pode ser reescrita

2B 10
como:
p(Bx?) = 2%x hy(x), (53)
sendo:
hy(x) = 2x5 — 3Ax* + (A2 + 8)x3 — 12Ax? + (412 + 8)x — 124. (54)

Desta forma, as raizes de ¢ (&) em (0, 8) correspondem exatamente as raizes de hy (x) em (0,1).

Como h;(0) = —=12A < 0e hy(1) = 542 — 271 + 18 > 0 para 1 > A, o Teorema do Valor
Intermediario (Lima, 2009) garante que existe pelo menos uma raiz de hy em (0,1). Na sequéncia,

mostra-se que h’; > 0 em [0,1] e assim essa raiz € Gnica.
Inicia-se calculando a derivada de (54) em relagao a x:

hy'(x) = 10x* — 12Ax3 + 3(1%? + 8)x? — 241Ax + (4% + 8).

(55)
Fixando x € [0,1] e derivando parcialmente (55) em relag@o a A, obtém-se:
2., 2 2
ah)l (x) =23x* +4)A — 12x(x* + 2). (56)

Observe agora que esta derivada parcial € positiva para:

6x(x% + 2
X+ 2D .
3x%2 + 4
4 2
Além disso, r'(x) = % > 0 para todo x real. Desta forma, r(x) € estritamente crescente
. 18 _ 27+3V41 . . .
em [0,1] e assim r(x) <r(l) = — <=5 =4 <4 neste intervalo. Isto implica que

d ~ .
o h;'(x) > 0 e consequentemente, para cada x € [0,1], a fungdo A — hy'(x) é crescente em [Ay, ),

de modo que:

4 Na demonstragio apresentada neste apéndice utilizou-se o auxilio da ferramenta de inteligéncia artificial generativa
ChatGPT, versao 5.4 Thinking.
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RO = hy () (xe[01], 1> Ay).

Agora considere o polindomio:

p(x) & R, (x) = 10x* — 1220x% + 3(Ag 2 + 8)x2 — 2420x + (42,° + 8). 57)

108342741
— 0. Agora, escreva o

Note que p(0) =4423+8>0 e p(1) =713 — 364, +42 =
polindmio p(x) na base de Bernstein de grau 4 (Farin, 1992; Ralston e Rabinowitz, 1984):

4

4
P = ) () A -0rk  xeol, (59)
k=0
onde:
1298 + 162V41
25
893 + 117V41
b1:4l(2)_6/10+8: >0,
25
9 2901 + 36941
b, ==2%2—121, + 12 = >0,
2770 ot 100
11 2369 + 26141
=_—12-21 20 =
b4 2/10 Ao + 20 00 >0,
1083 + 2741
by =712 — 361, + 42 = = >0

4 Tk ox o . '
Como os termos (k)xk(l — x)*™* s3o0 ndo-negativos em x € [0,1] e somam a unidade e como os

coeficientes by, ..., b, sdo todos positivos, conclui-se que p(x) > 0 em x € [0,1], e, portanto:
hy(x) = by, (x) = p(x) > 0, para todo x € [0,1] e 2 > Ay,

e assim h; ¢ estritamente crescente em [0,1], o que garante a unicidade da raiz de hy em (0,1), e

consequentemente, a unicidade da raiz n no interval (0, ).
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  𝜑  ( 𝛿 )


    𝛿  1 , 2 = a ± b i ∈ ℂ ,


  𝜑  ( 𝛿 ) > 0


  𝛿


  ∆ q , ∆ p < 0


  0 ≤ 𝛿 < 𝛽


  𝜑 ( 𝛿 )


  𝝋 ( 𝜹 )


  𝜹


    𝜽  𝒎 𝒊 𝒏 < 𝜽 < 𝟒  𝜷 =   𝜽  𝒄 𝟏


  ∆ q , ∆ p < 0


     2 𝛽 = 𝜃  m i n < 𝜃 ≤   𝜃  c 1   = 4  𝛽


    𝜃  m i n < 𝜃 ≤   𝜃  c 1  


    𝜃  m i n < 𝜃 ≤   𝜃  c 1 ⇒ ∆ q , ∆ p < 0 .


    𝜃 2 > 16 𝛽    ⇔   𝜃 >   𝜃  c 1  


  𝜃


    𝜃  c 1 = 4  𝛽


    𝛿 1 ≠   𝛿 2


  0 <   𝛿 1 <   𝛿 2


    𝛿 1 =     𝜃 2 − 8 𝛽 − 𝜃    𝜃 2 − 16 𝛽   4 ,  


    𝛿 2 =     𝜃 2 − 8 𝛽 + 𝜃    𝜃 2 − 16 𝛽   4 .


  𝜑  ( 𝛿 )


  𝜃 >   𝜃  c 1   = 4  𝛽


    𝜃  c 1  


  𝜑  ( 𝛿 )


    𝛿 1 < 𝛿 <   𝛿 2


  𝝋 ( 𝜹 )


  𝜹


  𝜽 > 𝟒  𝜷 =   𝜽  𝒄 𝟏


  0 ≤ 𝛿 < 𝛽


  𝛽 > 0


    𝛿 2


  𝜑  ( 𝛿 ) < 0


    𝛿 2 ⋛ 𝛽


  𝜃    𝜃 2 − 16 𝛽 > 0


    𝜃 2 ≥ 16 𝛽


    𝛿 2 =     𝜃 2 − 8 𝛽 + 𝜃    𝜃 2 − 16 𝛽   4 >     𝜃 2 − 8 𝛽   4 >   16 𝛽 − 8 𝛽   4 = 2 𝛽 > 𝛽 .


    𝛿 2


  𝛿


  0 ≤ 𝛿 < 𝛽


    𝛿 2


  0 ≤ 𝛿 < 𝛽


    𝛿 1


  𝜑  ( 𝛿 ) > 0


  0 ≤ 𝛿 <   𝛿 1


  𝜑  (   𝛿 1 ) = 0


  𝜑  ( 𝛿 ) < 0


    𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


  𝜃 →   𝜃  c 1   = 4  𝛽


    𝛿 1 ,   𝛿 2 → 2 𝛽


  𝜃 =  18 𝛽 = 3   𝜃  m i n >   𝜃  c 1   = 2  2     𝜃  m i n


    𝛿 1 =   18 𝛽 − 8 𝛽 −  18 𝛽  18 𝛽 − 16 𝛽   4 =   10 𝛽 −  36   𝛽 2   4 =   10 𝛽 − 6 𝛽 4 = 𝛽 .


    𝛿 1


  𝜃 .


    𝜃  c 1   < 𝜃 ≤ 3   𝜃  m i n ≝   𝜃  c 2  


    𝜃  c 2   = 3   𝜃  m i n


    𝛿 1 ≥ 𝛽


  𝜑  ( 𝛿 ) > 0


  0 ≤ 𝛿 < 𝛽


  𝜃 >   𝜃  c 2   = 3   𝜃  m i n


  𝜑  ( 𝛿 ) > 0


  0 ≤   𝛿 ≤   𝛿 1 < 𝛽


  𝜑  (   𝛿 1 ) = 0


  𝜑  ( 𝛿 ) < 0


    𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


    𝜹  𝟏


  𝜽


   {       𝜃  c 1   < 𝜃 ≤   𝜃  c 2   ⇒ ∆ q , ∆ p < 0   em   0 ≤ 𝛿 < 𝛽      𝜃 >   𝜃  c 2   ⇒  {     ∆ q , ∆ p < 0   em   0 < 𝛿 <   𝛿 1      ∆ q , ∆ p < 0   em   𝛿 =   𝛿 1      ∆ q , ∆ p > 0   em     𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


    𝜃  c 2


    𝜃  c = 3   𝜃  m i n


    𝜃  m i n   < 𝜃 ≤   𝜃  c   ⇒ ∆ q , ∆ p < 0   no   intervalo   0 ≤ 𝛿 < 𝛽   .


  𝛿 = 0


  ∆ q , ∆ p = 0


  0 < 𝛿 < 𝛽


    𝜃  m i n < 𝜃 ≤   𝜃  c  


  ∆ q , ∆ p < 0


  0 < 𝛿 < 𝛽


  𝜃 >   𝜃  c  


   {     ∆ q , ∆ p < 0   em   0 < 𝛿 <   𝛿 1      ∆ q , ∆ p = 0   em   𝛿 =   𝛿 1    ∆ q , ∆ p > 0   em     𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽 ,


    𝜃  m i n =  2 𝛽


    𝜃  c   = 3  2 𝛽 = 3   𝜃  m i n


    𝛿 1 =     𝜃 2 − 8 𝛽 − 𝜃    𝜃 2 − 16 𝛽   4


  𝜃 = 𝜇 − c


  𝛽 > 0


  𝜇 > c ≥ 0 .


  𝜃 >   𝜃  c  


    𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


  𝜃 ↗ ∞


    𝛿 1 ( 𝜃 ) ↘  0 +


  𝜃 = 𝜇 − c


  ∆ 𝜋 =   𝜋  A ∗ −   𝜋 ∗ =     𝜃 2 − 3  2 𝛿 𝜃 + 4 𝛿  4 𝛽 −   𝛽   𝜃 2     ( 2 𝛽 + 𝛿 ) 2 ,


  ∆ 𝜋 =     𝜑 ~  ( 𝛿 )  4 𝛽    ( 2 𝛽 + 𝛿 ) 2 ,


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) ≝   𝛿   1 2  [ − 3  2 𝜃   𝛿 2 − 12  2 𝜃 𝛽 𝛿 − 12  2 𝜃   𝛽 2 + 4 𝛽  (   𝜃 2 + 4 𝛽 )   𝛿   1 2 +  (   𝜃 2 + 16 𝛽 )   𝛿   3 2 + 4   𝛿   5 2 ] .


  𝛿 = 0


    𝜑 ~  ( 0 ) = 0


  ∆ 𝜋 =   𝜋  p ∗ −   𝜋 ∗ = 0


  4 𝛽    ( 2 𝛽 + 𝛿 ) 2 > 0 ,


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) .


    𝜑 ~  ( 𝛿 )


  ,


    𝜑 ~ ′  ( 𝛿 )


      𝜑 ~ ′  ( δ ) = 12  δ 2 −  15 2    2 𝜃   𝛿   3 2 +  ( 2   𝜃 2 + 32 𝛽 ) 𝛿 − 18  2 𝛿 𝛽 𝜃 + 4 𝛽   𝜃 2 + 16   𝛽 2 −   6  2   𝛽 2 𝜃   𝛿 ,


     lim  𝛿 →  0 + ⁡      𝜑 ~ ′  ( δ ) = − ∞ ,


    𝜑 ~  ( 𝛿 )


  𝛿


    𝜑 ~  ( 0 ) = 0


  𝜀 > 0


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) < 0 .


  0 < 𝛿 < 𝜀 )


  ∆ 𝜋 < 0


    𝜋  A ∗ <   𝜋 ∗


    𝜑 ~  ( 𝛿 )


  𝛿 → 𝛽


    𝜑 ~  ( 𝛽 )   =   𝛽 2  ( 5   𝜃 2 − 27  2   𝛽   1 2 𝜃 + 36 𝛽 ) ,


  𝜓 ( 𝜃 ) ≝ 5   𝜃 2 − 27  2   𝛽   1 2 𝜃 + 36 𝛽 .


  𝜓  ( 𝜃 )


  𝜓  ( 𝜃 ) = 0 ⇔   𝜃  1 , 2 =  (   27 ± 3  41 10 )  2 𝛽 =  (   27 ± 3  41 10 )   𝜃  m i n ,


    𝜃 1


  𝜓  ( 𝜃 )  


    𝜃 2


  𝜓  ( 𝜃 )


  𝜓  ( 𝜃 ) ,


  𝛿 → 𝛽


  0 <   𝜃 1 <   𝜃  m i n   < 𝜃 2


    𝜃 2


    𝜃  m i n


  𝝍 ( 𝜽 )


  𝜽


  𝜃 >   𝜃 2 =  (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n >   𝜃  c = 3   𝜃  m i n  


  𝜓  ( 𝜃 )  


  𝜓  ( 𝜃 ) > 0


    𝜑 ~  ( 𝛽 ) > 0


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) < 0


    𝜑 ~  ( 𝛽 ) > 0


    𝜑 ~  ( 𝛿 )


    𝜑 ~  ( 𝛿 )


  0 < 𝛿 < 𝛽


  𝜂 = 𝜂 ( 𝜃 )


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) > 0


  𝜂 < 𝛿 < 𝛽


    𝜑 ~  ( 𝛿 ) < 0


  0 < 𝛿 < 𝜂 .


  𝜃 >   𝜃 2


  ∆ 𝜋 > 0  ⇔     𝜋  A ∗ >   𝜋 ∗


  𝜂 < 𝛿 < 𝛽 .


  𝛿 = 0


  ∆ 𝜋 = 0


  ∆ 𝜋 < 0


  𝜀 > 0


  ∆ 𝜋 < 0  


  0 < 𝛿 < 𝜀


  𝜃 >  (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n


    𝜃  m i n =  2 𝛽 ,  


  𝜂 = 𝜂 ( 𝜃 ) ∈ ( 0 , 𝛽 )


  ∆ 𝜋 > 0  


  𝜂 < 𝛿 < 𝛽


  0 < 𝛿 < 𝜂


  𝜂 ↘  0 +


  𝜃 ↗ ∞


    𝛿 1 ( 𝜃 )


  𝜃 >  (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n >   𝜃  c  


  𝜂 < 𝛿 < 𝛽


  0 < 𝛿 < 𝛽


  𝛽


  𝛽 = 1


    𝜃  m i n =  2 ≅ 1 , 41


    𝜃  c   = 3  2 ≅ 4 , 24


    𝛿 1 =     𝜃 2 − 8 − 𝜃    𝜃 2 − 16   4 .


  𝜃


  ↑ 𝜃


  𝜃 = 2


  𝜃 = 3


    𝜃 = 𝜃  c   = 3  2


    𝜃  m i n < 𝜃 ≤   𝜃  c  


  𝜃 = 2


  𝜃 = 3


  ↓ 𝛿


    𝜃 = 𝜃  c   = 3  2 = 3   𝜃  m i n


  𝜃 = 5


  𝜃 = 10


  𝜃 >   𝜃  c  


  0 < 𝛿 <   𝛿 1 )


  𝛿 =   𝛿 1


    𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


  ↑ 𝛿 )


  𝜃 = 10


  𝜃 = 5


  ↑ 𝜃


  𝜃 >  (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n ≅ 6 , 53


  𝜃 = 2


  𝜃 = 3


  𝜃 = 3  2


  𝜃 = 5


  𝜃 = 5


  𝜃 = 10


    𝛿 1 < 𝛿 < 𝛽


  𝜃 >   𝜃  c   )


  𝜇 )


  𝜃 ≅ 6 , 53 )  


  𝜃 ≅ 4 , 24


  η


  θ


  𝛽


  𝜃 → ∞


  𝜽


  𝜼


  𝜽


    𝜃  c = 3   𝜃  m i n


   (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n > 3   𝜃  m i n =   𝜃  c


  n


  n


  𝜂 ∈ ( 0 , 𝛽 )


  𝜃 >  (   27 + 3  41 10 )   𝜃  m i n


    𝜃  m i n =  2 𝛽 ,


  x =    𝛿  𝛽 ∈  ( 0 , 1 )


  𝜆 =   𝜃   2 𝛽 >   27 + 3  41 10 ≝   𝜆 0


  𝜑  ( 𝛿 )


  𝜑  ( 𝛽   x 2 ) = 2   𝛽 3 x    h  𝜆  ( x ) ,


   h  𝜆  ( x ) = 2   x 5 − 3 𝜆   x 4 +  (   𝜆 2 + 8 )   x 3 − 12 𝜆   x 2 +  ( 4   𝜆 2 + 8 ) x − 12 𝜆 .


  𝜑 ( 𝛿 )


  ( 0 , 𝛽 )


   h  𝜆  ( x )


  ( 0 , 1 ) .


   h  𝜆  ( 0 ) = − 12 𝜆 < 0  


   h  𝜆  ( 1 ) = 5   𝜆 2 − 27 𝜆 + 18 > 0


  𝜆 >   𝜆 0


   h  𝜆


   ( 0 , 1 ) .


    h ′  𝜆 > 0


  [ 0 , 1 ]


  x


   h  𝜆 ′  ( x ) = 10   x 4 − 12 𝜆   x 3 + 3  (   𝜆 2 + 8 )   x 2 − 24 𝜆 x +  ( 4   𝜆 2 + 8 ) .


  x ∈ [ 0 , 1 ]


  𝜆


   ∂  ∂ 𝜆  h  𝜆 ′  ( x ) = 2  ( 3   x 2 + 4 ) 𝜆 − 12 x  (   x 2 + 2 ) .


  λ >   6 x  (   x 2 + 2 )  3   x 2 + 4 ≝ r  ( x ) .


    r ′  ( x ) =   6  ( 3   x 4 + 6   x 2 + 8 )     ( 3   x 2 + 4 ) 2 > 0


  x


  r ( x )


  [ 0 , 1 ]


  r  ( x ) ≤ r  ( 1 ) =  18 7 <   27 + 3  41 10 =   𝜆 0 < 𝜆


   ∂  ∂ 𝜆  h  𝜆 ′  ( x ) > 0


  x ∈  [ 0 , 1 ]


  𝜆 ↦  h  𝜆 ′  ( x )


  [   𝜆 0 , ∞ )


   h  𝜆 ′  ( x ) ≥  h    𝜆 0 ′  ( x )      ( x ∈  [ 0 , 1 ] ,   𝜆 >   𝜆 0 ) .


    p  ( x ) ≝ h ′    𝜆 0  ( x ) = 10   x 4 − 12   𝜆 0   x 3 + 3  (     𝜆 0   2 + 8 )   x 2 − 24   𝜆 0 x +  ( 4     𝜆 0 2 + 8 ) .


  p  ( 0 ) = 4   𝜆 0 2 + 8 > 0


  p  ( 1 ) = 7   𝜆 0 2 − 36   𝜆 0 + 42 =   1083 + 27  41 50 > 0 .


  p  ( x )


  4


  p  ( x ) =   ∑  k = 0 4    b  k  (  4  k )   x  k    ( 1 − x )  4 − k ,     x ∈  [ 0 , 1 ] ,


   b 0 = 4   𝜆 0 2 + 8 =   1298 + 162  41 25 > 0 ,


   b 1 = 4   𝜆 0 2 − 6   𝜆 0 + 8 =   893 + 117  41 25 > 0 ,


   b 1 = 4   𝜆 0 2 − 6   𝜆 0 + 8 =   893 + 117  41 25 > 0 ,


    b 2 =  9 2   𝜆 0 2 − 12   𝜆 0 + 12 =   2901 + 369  41 100 > 0 ,


    b 2 =  9 2   𝜆 0 2 − 12   𝜆 0 + 12 =   2901 + 369  41 100 > 0 ,


    b 3 =  11 2   𝜆 0 2 − 21   𝜆 0 + 20 =   2369 + 261  41 100 > 0 ,


    b 3 =  11 2   𝜆 0 2 − 21   𝜆 0 + 20 =   2369 + 261  41 100 > 0 ,


   b 4 = 7   𝜆 0 2 − 36   𝜆 0 + 42 =   1083 + 27  41 50 > 0 .


   b 4 = 7   𝜆 0 2 − 36   𝜆 0 + 42 =   1083 + 27  41 50 > 0 .


   (  4  k )   x  k    ( 1 − x )  4 − k


  x ∈  [ 0 , 1 ]


    b 0 , … ,   b 4


  p  ( x ) > 0


  x ∈  [ 0 , 1 ]


   h  𝜆 ′  ( x ) ≥  h    𝜆 0 ′  ( x ) = p  ( x ) > 0 ,   para todo  x ∈  [ 0 , 1 ]  e  𝜆 >   𝜆 0 ,


   h  𝜆


   [ 0 , 1 ]


   h  𝜆


   ( 0 , 1 ) ,  


  𝜂


   ( 0 , 𝛽 ) .

